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Bolum 1

TEMEL GIRIS BILGILERI VE FONKSIYONLAR

Mehmet Tarik ATAY'
1.GIRIS

1.1.Kiimeler

Matematik alaninda en temel konu ve alan olarak “Kiime” tanimini,
kurallar1 ve uygulamalari denebilir.

En basit anlamda “Kiime” kavramini agiklamak istersek, bu kavrami
belli ayrigtirilabilir, dlgiilebilir, 6zellikleri ortak olarak paylagan nesnelerin
toplulugu” olarak tanimlanabilir. Dolayisiyla kiime, bu ortak dzelliklere
sahip nesnelerin ortak “Listesi”, “Toplulugu” olarak disiiniilebilir.

Ornegin, belli bir sokaktaki 3 katli apartmanlar ya da belli bir oyuncak
kutusundaki mavi renkli bilyeler gibi.

Tamim: Tanimlanmis bir kiimenin igindeki ve bu kiimeyi olusturan
nesnelerin her birine kiimenin “eleman1” denir.

Not: Kural olarak, kiimeler isimlendirilirken biiyiik harf kullanilir. A,
B, C, X, Y gibi harfler kullanilir. Diger taraftan kiimenin “elemanlar1” ise,
kiigtik harfle ifade eder, yani a, b, ¢, x, y ... gibi.

Not: Matematikte “” isareti “eleman1 olmak”, “iginde olmak”, “dahil
olmak” anlamlarini tasir. Yani, bir x eleman1 verilen bir A kiimesine ait
ise, “x € A” olarak belirtilir, diger yandan ait degil ise “x ¢ A” olarak
belirtilir.

Not: Bir A kiimesini, matematiksel olarak ifade etmek istersek,
kiimenin elemanlarinin genel adini, hangi kurallara gére secilip kiimeye
dahil oldugunu agik yazilmis bir sart olarak belirtip, “{...}” olarak parantez
igine aliriz. Ornegin;

A = {x: x eleman1 K kosullarin1 saglar}

yani

A = {x: x, K sart1} olarak kisaca yazilabilir.

Not: a) Kiimenin elemanlarini sonlu sayida ise, kiimeye “Sonlu Kiime”
denir.

' Dog. Dr., Bagimsiz Arastirmaci, mehmettarik.atay@agu.edu.tr, ORCID iD: 0000-0002-7326-5750
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Bolum 2

LIMIT

Mehmet MERDAN'

2.1. LimiT

Hesaplamanin (analizin) temel yapi taglarindan biri limit kavramidir.
Tiirevler ve integraller gibi merkezi kavramlar dogrudan limitler
iizerine kuruludur. Bir fonksiyonun belirli bir noktaya yaklasirken nasil
davrandigimi anlamak, matematiksel modelleme, fizik, mithendislik ve
ekonomi de dahil olmak iizere birgok alanda kritik Gneme sahiptir.

Glnliik hayatta, "yaklasma" fikri oldukga sezgiseldir: her adimda
hedefe biraz daha yaklagmak, ancak asla tam olarak ulasamamak.
Matematikte, limit kavrami bu yaklasma fikrini kesin ve tutarli bir
sekilde ifade etmeyi amaglar.

Bu boliimde, limit kavram1 asagidakiler de dahil olmak iizere ayrintili
olarak ele alinacaktir:

sezgisel ve bigimsel tanimi, temel 6zellikleri, geometrik yorumu ve ¢ok
sayida ¢coziimlii 6rnek ve uygulama.

Limit, bir fonksiyonun bir noktadaki degerinden ziyade, o noktaya
yaklastikca aldig1 degerle ilgilenir.

e Sezgisel Tanim: x degiskeni a sayisina yaklastiginda f(x)
degerleri bir L sayisina istenildigi kadar yaklasiyorsa, f(x)'in
a noktasindaki limiti L'dir denir.

! Prof. Dr., Giimiishane Universitesi, Miihendislik ve Doga Bilimleri Fakiiltesi, Uygulamali Matematik AD, mmerdan@
gumushane.edu.tr, ORCID iD: 0000-0002-8509-3044

DOI: 10.37609/akya.4172.¢8092
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Limit

24. h(x) =

x%-4

5 fonksiyonunun yalnizca bir tane sonsuz
x“+ax+9

stireksizlik noktasina (diisey asimptota) sahip olmast i¢in
a’nin alabilecegi pozitif deger kactir?
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Wright

3. Calculus: Early Transcendentals — James Stewart

4. Calculus: A Complete Course — Robert A. Adams,
Christopher Essex

5. Calculus, Vol. 1: One-Variable Calculus — Tom M. Apostol

6. University Calculus — Joe! Hass, Maurice D. Weir, George

B. Thomas Jr.
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Bolum 3

SUREKLILIK

Mehmet GUMUS’
1.1. Giris

Fonksiyonlarin davranigini anlamada en temel matematiksel
kavramlardan biri siireklilik kavramidir. Glinliik hayatta da birgok
olgu siirekli degisim gosterir. Ornegin, bir cismin zamana bagli
konumu, giin boyunca degisen sicaklik ya da bir aracin hizindaki
degisim ¢ogu zaman ani sigramalar igermez; bu tiir degisimler
genellikle yumusak ve Kesintisiz bir bicimde gerceklesir.

Matematiksel olarak bu tiir davranislari incelemek i¢in fonksiyonlar
kullanilir. Bir fonksiyonun grafigine bakildiginda ¢ogu zaman su
sezgisel diistinceyi kullaniriz:

“Eger bir fonksiyonun grafigi kalemi kdgittan kaldirmadan
¢izilebiliyorsa, o fonksiyon stirekli gibi gériintir.”

Bu diisiince siirekliligin iyi bir gorsel sezgisini verir; ancak kesin bir
sey vardir ki matematikte bu tiir sezgisel aciklamalar yeterli degildir.
Ciinkii baz1 fonksiyonlar grafige bakildiginda siirekli gibi goriinse bile
belirli noktalarda beklenmedik davranislar gosterebilir.

Ayrica her fonksiyon icin grafigi ¢izmek her zaman miimkiin degildir.
Bazi fonksiyonlarin grafikleri son derece karmasgik olabilir; hatta bazi
durumlarda fonksiyonun grafigini agik bir sekilde elde etmek pratik
olarak imkansizdir. Bu nedenle yalnizca geometrik sezgiye dayanmak
matematiksel olarak giivenilir bir yontem degildir.

Iste bu noktada analiz (calculus) devreye girer. Analiz, fonksiyonlarin
davranigini yalnizca grafiklere bakarak degil, limit kavram ve kesin
matematiksel tanimlar aracilifiyla incelememizi saglar. Boylece
grafigini kolayca ¢izemedigimiz fonksiyonlar i¢in bile onlarin belirli
noktalardaki davranislarini kesin olarak analiz edebiliriz.

! Prof. Dr., Zonguldak Biilent Ecevit Universitesi, Fen Fakiiltesi, Matematigin Temelleri ve Matematik Lojik AD, m.gumus@
beun.edu.tr, ORCID iD: 0000-0002-7447-479X
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Bolum 4

TUREV

Cem KOSAR!

Matematigin seyrini degistiren kavramlar ¢ok az ve nadirdir. Bu
acidan bakildiginda, tiirev bdyle bir kavramdir. Tiirevin ortaya ¢ikmasina
sebep olan iki temel klasik problem vardir. Bunlar;

i. Diizlemde bir egrinin bir noktasindaki tegetinin belirlenmesine iliskin
geometrik problem,

ii. Bir parcacig@in, bir aracin veya bir gezegenin hizin1 veya siiratini
belirlemeye iliskin fiziksel problemdir.

@+ X S R,xy € X olsun. Bu durumda (x, — &, xo + &) acik araligi X
kiimesinin bir alt kiimesi olacak sekilde en az bir § pozitif reel sayisi
mevcut oldugunda x, noktasina X kiimesinin bir “i¢ noktast” denir.
Ayrica X’in tiim i¢ noktalarin kiimesi X° veya int(X) ile gosterilir.

Tamim 4.1 : ( Tiirevin Tanimi )
P+XCR, f:X—>R tamml bir fonksiyon ve x, reel sayisi
X kiimesinin bir i¢ noktas1 olmak {izere

llm f(x)—f(xo) (4.1)
xX-xg X~Xo
ifadesinin limit degeri, mevcut bir reel say1 oldugunda bu limite f
fonksiyonun x, noktasindaki “tiirevi ” denir.

Bu tiirev degeri f'(x,) (Lagrange gdsterimi) veya Z—£ (Leibniz
X=Xq

gosterimi) ile gosterilir. Ayrica f fonksiyonu X kiimesinin biitin i¢
noktalarinda tiirevlenebiliyorsa, X° {izerinde tiirevli bir fonksiyon olur ve
f' ile gosterilir.

Uyar1 4.1:

e Tiirevin bir noktada mevcut olmasi i¢in (4.1) ifadesindeki limit degeri
mutlaka bir reel say1 olmalidir.
e (4.1) limitinde x — xy = h doniisiimii yapilirsa:
lim F)—f(x0) = lim fleo+h)—f(x0) (4.2)
xX-xg  X—Xo h—0 h

elde edilir.

' Dog. Dr, Gaziantep Universitesi, Nizip Egitim Fakiiltesi, Matematik Egitimi AD, ckosar@gantep.edu.tr,
ORCID iD: 0000-0003-4949-4956
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Bolum 5

TUREVIN UYGULAMALARI

Nida Palamut KOSAR'

Onceki boliimiin biiyiik bir kisminda tiirevin nasil hesaplanacagna
odaklanilmigtir. Ancak tiirevin yalnizca hesaplanmasi degil, ayni
zamanda bir¢cok onemli uygulamasi da bulunmaktadir. Bu boliimde ele
almilacak konular ve teoremlerin cogu; “fonksiyonlarin grafikleri ve
maksimum-minimum (optimizasyon) problemleri” hakkinda bilgi edin-
meye yardimei olacaktir. Ayrica tiirev yardimiyla bazi belirsiz limit
problemleri yeniden ele alinacak ve oncekinden farkli bir yontem ile
tekrar hesaplanilacaktir.

Tamim 5.1 : ( Yerel Minimum (Maksimum) Noktasi ve Degeri )
f:la,b] » R tamimli fonksiyon ve c € [a,b] noktasi verilsin. Bu
durumda (¢ —&,c+ §) araligindaki her bir x € [a,b] i¢in f(x) =
f(c) (f x)<f (c)) olacak sekilde pozitif bir & sayist mevcut
oldugunda c € [a,b] sayisina yerel minimum (yerel maksimunt)
noktast denir. Ayrica f(c) sayist da yerel minimum (yerel maksimum)
degeri olur.

Uyan 5.1:

e Tanim 5,1°e gore f fonksiyonun iizerinde, siirekli ya da tiirevlenebilir
olmasi gibi herhangi bir kosulun olmadigimi goézlemleyiniz. f
fonksiyonunun [a, b] araligi iizerinde tanimli olmasi yeterlidir.

e Esitsizligi saglayan x degerlerinin hem (¢ — §, ¢ + §) araliginda hem
de [a, b] araliginda olmasi gerektigine dikkat ediniz.

e Bu tanima gore yerel minimum (maksimum) noktalari [a, b] araligin ug
noktalarinda olabilir. Ayrica yerel ekstremum degerleri tek olmak
zorunda degildir.

e f fonksiyonu c € [a,b] noktasinda yerel ekstremuma sahip denil-
diginde o noktada yerel minimum veya yerel maksimuma sahip oldugu
anlagilacaktir.

' Dog. Dr, Gaziantep Universitesi, Nizip Egitim Fakiiltesi, Matematik Egitimi AD, npkosar@gmail.com,
ORCID iD: 0000-0003-2421-7872

DOI: 10.37609/akya.4172.c8095
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16. Herhangi «a, §§ reel sayilart i¢in @ < f olsun. Bu durumda

%(a2+a,8+ﬁ2):9

olacak sekilde bir 6 reel sayisinin var oldugunu Lagrange’in Ortalama

Deger

Teoremi yardimiyla gosteriniz.
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Bolum 6

INTEGRAL

Ali AKGUL'
1 Girig
1.1 integralin Tarihsel Gelisimi

Integral kavrami, matematik tarihinin en Gnemli gelismelerinden biri olarak ka-
bul edilir. Temelinde, dogada ve geometride karsilagilan alan, hacim ve toplam
biiyiikliiklerin hesaplanmasi ihtiyac1 yatmaktadir. Insanlar ¢ok eski donem-
lerden itibaren diizensiz sekillerin alanini ya da egrilerle sinirli bolgelerin
biiytikliigiinii hesaplamaya ¢alismiglardir. Bu cabalar zamanla matematigin
en giiclii araglarindan biri olan integral hesabinin ortaya ¢cikmasina zemin
hazirlamistir. Integral kavraminin gelisimi, antik Yunan doneminden baslayarak
orta ¢ag ve Ronesans boyunca ilerlemis, 17. yiizyilda Isaac Newton ve Gottfried
Wilhelm Leibniz’in ¢aligmalariyla modern matematikteki yerini almisgtir.

Antik yunan matematik¢ileri integral diisiincesinin temellerini atan ilk bi-
lim insanlari arasinda yer almaktadir. Ozellikle Eudoxus ve Archimedes’in
gelistirdigi yontemler, integralin erken bicimleri olarak degerlendirilmektedir.
Eudoxus tarafindan ortaya atilan tiiketme yontemi, bir geometrik seklin alanini
ya da hacmini daha kii¢iik ve bilinen sekillere bolerek hesaplama fikrine da-
yantyordu. Bu yontem daha sonra Archimedes tarafindan gelistirilmis ve para-
bolik alanlarin hesaplanmasi gibi karmagik problemlere uygulanmigtir. Archi-
medes, Ozellikle parabol segmentinin alanini hesaplama galigmalariyla integral
kavraminin temel mantigin1 ortaya koymustur. Onun yaklagimi, sonsuz sayida
kiicilik parcanin toplaminin bir biiyiikliigii olusturabilecegi fikrine dayaniyordu
ve bu diisiince modern integral hesabinin temelini olusturmaktadir (Boyer ve
Merzbach, 2011).

Orta Cag boyunca matematiksel gelismeler yavaglamis olsa da, islam diinyasinda
yapilan caligmalar integral diisiincesinin gelisimine katki saglamustir. Ozellikle

11. yiizyilda yasamis olan matematik¢i Ibn el-Heysem (Alhazen), baz1 ge-
ometrik problemlerin ¢oziimiinde toplam ve limit fikrini kullanan calismalar
yapmustir. Ayrica bu donemde yapilan calismalar, egriler altinda kalan alan-

larin hesaplanmasina yonelik yeni yaklasimlarin ortaya ¢ikmasina yardimet
olmugtur. Daha sonra Avrupa’da ronesans donemiyle birlikte bilimsel caligmalar

hiz kazanmis ve matematikte veni vontemler eelistirilmeve baslanmustir.

' Prof. Dr, Siirt Universitesi, Fen-Edebiyat Fakiiltesi, Uygulamali Matematik AD, aliakgul@siirt.edu.tr,

ORCID iD: 0000-0001-9832-1424
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integral

icerisinde integral konusunun kapsamli bir sekilde 6grenilmesi biiyiik
onem tagimaktadir. Ogrencilerin integral hesap yontemlerini teorik ola-
rak anlamalarinin yani sira, bu yontemleri miihendislik problemlerine
uygulayabilme becerisi kazanmalar1 da mesleki gelisimleri agisindan
oldukca degerlidir.

Bu boliimde, klasik Riemann integralinden modern 6l¢ii teorisine dayali
Lebesgue integraline gecis siireci de ele alinmistir. Ayrica, limit ve in-
tegralin yer degistirmesi ve integral altinda tiirev alma gibi ileri analiz
teknikleri sunulmugtur. Bu araglar, ileri miihendislik matematigi, kuan-
tum mekanigi ve olasilik teorisindeki problemlerin ¢éziimiinde hayati
Oneme sahiptir.
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Bolum 7

INTEGRAL HESAPLAMA TEKNIKLERI

Begiim CIGSAR!

7.1. Degisken Degistirme ve Yerine Koyma Teknikleri

7.1.1 Belirsiz Integralde Degisken Degistirme ve Yerine Koyma
Teknikleri

Bu kisimda temel integral hesaplama tekniklerinden degisken
degistirme ve yerine koyma ydntemlerini ele alacagiz. Oncelikle zincir
kuralini tekrarlamakta fayda var. Zincir kurali genel olarak ifade edilmek

istenirse;

f (g (x)) verildiginde bunun tiirevini f'(g(x))(dg/ dx) olarak yaziyorduk
Bir ornekle gosterirsek: (x? + 1)? fonksiyonunun tiirevi 2(x* + 1)(2x) idi. Eger
2(x*+1)(2x) ifadesi verilmis ve bu ifadenin antitiirevi yani (x?+1)%steniyor

olsaydi bu fonksiyonu nasil elde ederdik?

J 4x(x? + 1) dx problemini ele alalim. Verilen problemin integralini
bulabilmek igin yeni bir u degisken tanimlariz. Ornegimiz iizerinden
anlatalim. u = x? + 1 seklinde tammlayalim. Daha sonra u’nun
diferansiyelini tanimlayalim: du = 2x dx. Dikkat edilirse 2x dx ifadesi,
integralini almak istedigimiz fonksiyonda yer almaktadir. Eldeki bu
verilerle integrali yeni degiskenle yeniden yazarsak [ 2udu integralini
elde ederiz. Bu integrali ¢ozersek u? + ¢ elde edilecektir. u = x? + 1
seklinde tanimlanmist1. u yerine bu ifadeyi yazarsak (x% + 1)2 + C elde

edilir.
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Bolum 8

INTEGRAL UYGULAMALARI

Sadik EYIDOGAN'

8.1. Parabol Altindaki Alan ve Fermat'in Yontemi

Kalkiiliisiin temelleri atilmadan 6nce bile, matematikgiler egrilerin al-
tinda kalan alanlart hesaplamaya c¢alistyorlardi. Antik ¢agdan beri bu prob-
lem, hem geometri hem de sayilarin sonsuz kii¢iikk degisimlerini anlama
isteginin bir sembolii olmustur. 17. ylizyila gelindiginde Pierre de Fermat
(1601-1665), bu konuda dikkat ¢ekici bir yontem gelistirmistir. Fermat’in
yontemi, tiirev veya integral kavramlarini heniiz bilmeden, yalnizca cebir-

sel diisiinme giicliyle egri alt1 alan1 hesaplamay1 basarmistir.

Fermat, egrinin altinda kalan alani1 kiigiik dikdortgenlerle yaklasik olarak
bulmay1 amag¢lamistir. Ancak onun farki, bu dikddrtgenleri esit araliklarla
degil, genislikleri geometrik bir dizi olusturan sekilde segmesidir. Bdylece
alan hesabini, bir geometrik serinin toplamina doniistiirmiistiir. Bu yontem
o kadar ileri gortsliidiir ki, modern integral hesabinin 6ziinde bulunan /imit

kavramini dolayli bicimde kullanmaktadir.

Fermat’in Diisiincesi

Fermat, y = x” bi¢imindeki bir egriyi ele alir ve x = 0 ile x = a arasin-
daki bolgeyi incelemek ister. Bu araligi, genislikleri giderek kiigiilen dik-
dortgenlerle boler. Bolme noktalari su sekilde alinir:

burada 0 < r < 1 bir sabittir. Bdylece her adimda, dikdortgenin yiiksek-
ligi y = x" tarafindan, genisligi ise ardisik x degerlerinin farki tarafindan
belirlenir.
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